
auf die Halbleitereigenschaften von A111 Bx-Verbin-
dungen. 

Den angeführten Werten gemeinsam ist der Ab-
fall des polaren Anteils von InP nach InAs, dem 
sich auch die Mischkristalle gut einfügen. Weiter-
gehende Vergleiche zwischen s und E-l0Xl/Ey dürften 
bei der Verschiedenartigkeit der zur Ermittlung die-
ser Größen beschrittenen Wege nicht möglich sein. 

In all den betrachteten Fällen liegen die Eigen-
schaften der Mischkristalle in der ihrer Zusammen-
setzung entsprechenden Reihenfolge zwischen denen 
der Ausgangssubstanzen. 

Den Herren Dr. O. G. FOLBERTH und Dr. R. GREMMEL-
MAIER bin ich für die Überlassung der Präparate zu 
Dank verpflichtet, Herrn E. CASSEL für die sorgfältige 
Bearbeitung der optischen Flächen der Meßproben. 

Transporterscheinungen in elastisch anisotropen Metallen* 
V o n J O A C H I M A P P E L 

Aus der 0 s r a m - Studiengesellschaft, Augsburg 
(Z. Naturforschg. 14 a, 379—393 [1959] ; eingegangen am 30. Januar 1959) 

Es werden die elektrischen Transporteigenschaften der Metalle unter Berücksichtigung der Rich-
tungsabhängigkeit und der Dispersion von Phasen- und Gruppengeschwindigkeit der thermischen 
Gitterwellen untersucht. Der Berechnung der Wechselwirkung von Elektronen und quantisierten 
Gitterschwingungen wird die Theorie von BLOCH zugrunde gelegt. Jedem Ausbreitungsvektor Q im 
Wellenvektor-Raum der thermischen Gitterwellen werden gerade so viele longitudinale akustische 
Phononen zugeordnet wie der Kristall nichtäquivalente ausgezeichnete Richtungen hat (n ) , in denen 
es reine Longitudinal- und Transversalwellen gibt. Die Ubergangswahrscheinlichkeit eines jeden der 
n möglichen Stoßprozesse hängt von einem Gewichtsfaktor ab, der eine Funktion von CL/[ Q | ist und 
der der vollen Symmetrie des p-Raumes Rechnung trägt. 

Die sich damit ergebende BLOCHSCHE Integralgleichung wird nach KOHLER als Variationsprinzip 
formuliert. Die Störung der Verteilungsfunktion der Elektronen unter dem Einfluß eines äußeren 
elektrischen Feldes und eines Temperaturgradienten wird nach harmonischen Funktionen entwickelt, 
die invariant sind unter allen Symmetrieoperationen der betreffenden Kristallpunktgruppe. Diese 
Funktionen bilden für die Winkelabhängigkeit der Störung im f -Raum ( f = Ausbreitungsvektor einer 
Elektronenwelle) ein vollständiges Funktionensystem im Sinne von WEIERSTRASS. Durch die Anwen-
dung der Darstellungstheorie der reinen dreidimensionalen Drehgruppe können die Koeffizienten 
für die elektrische und thermische Leitfähigkeit sowie für die Thermokraft mit dem Rrrzschen Ver-
fahren einfach berechnet werden. 

Verschiedene Möglichkeiten zur Anwendung, insbesondere auf einige Alkalimetalle, werden dis-
kutiert. 

Metalle, die in nichtkubischen Systemen kristalli-
sieren, sind elastisch anisotrop. Die unabhängigen 
Komponenten des vierstufigen elastischen Tensors, 
insbesondere deren Anzahl, können mit den 
Methoden der Gruppentheorie für ein beliebiges 
Kristallsystem einfach ermittelt werden1 . Das elasti-
sche Verhalten von Metallen, die in kubischen Syste-
men kristallisieren, wird im allgemeinen durch drei 
unabhängige elastische Konstante cn , c12 und c44 

beschrieben2. Gilt die CAUCHY-Relation 

2 c44 = cn - c12 , (1) 

so gibt es nur zwei unabhängige elastische Konstan-
ten, der Kristall verhält sich elastisch isotrop. 

Kennt man die elastischen Konstanten eines Kri-
stalls, so liefert die phänomenelogische Theorie der 
Elastizität folgende allgemeine Ergebnisse für elasti-
sche Wellen mit der Wellenlänge /, a (a = kleinste 
Gitterkonstante) : 

a) Die ausgezeichneten Richtungen im C|-Raum 
( = 1. BRiLLOuiN-Zone im reziproken Gitter), in de-
nen die ebenen elastischen Wellen mit dem reduzier-
ten Wellenvektor C| longitudinal oder transversal 
polarisiert sind 3 . 

b) Die Schallgeschwindigkeiten u\, und ut2 

der longitudinalen bzw. transversalen polarisierten 
Wellen für die ausgezeichneten Richtungen. Die 
Schallgeschwindigkeiten sind in erster Näherung un-

* Vorgetragen im Tieftemperatur-Ausschuß auf der Deut-
schen Physikertagung in Essen, Oktober 1958. 

1 K. MÜLLER, Abhandl . d. Braunschweiger Wiss. Ges. 9, 115 
[ 1 9 5 7 ] . — H. J. JURETSCHKE, Notes for Physics 8493, Poly-
techn. Institute of Brooklyn, März 1951 ; I .E. 2 , S. 585. — 

W. VOIGT, Lehrbuch d. Kristallphysik. Teubner, Leipzig 
1 9 1 0 , S . 5 6 9 ff. 

2 G. LEIBFRIED, Handb. d. Physik VII/1, Berlin 1955, S. 180. 
F. BORGNIS, Phys. Rev. 98. 1000 [1956]. 
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abhängig von [ q | = q, d. b. Phasen- gleich Gruppen-
geschwindigkeit. 

Bei kubischen Kristallen, in denen die C A U C H Y -

Belation (1) gilt, sind alle q-Richtungen ausgezeich-
nete Richtungen im Sinne von (a ) . Dieses Ergebnis 
liegt zusammen mit (b ) , d . h . u\ = u1 und = ut2 

= u2 für alle longitudinalen bzw. transversalen Wel-
len bekanntlich dem DEBYEschen Modell zur Berech-
nung der spezifischen Wärme der festen Körper 
auch für kurze Gitterwellen zugrunde. Die Git-
tertheorie von B O R N und K A R M A N N 4 und von 
B O R N und B E G B I E 5 zeigt, daß die DEBYEsche An-
nahme nur im Grenzfall X a und in elastisch iso-
tropen Festkörpern gilt. Im allgemeinen ist die 
Phasengeschwindigkeit u einer thermischen Gitter-
welle eine Funktion von q . Sie hängt sowohl von 
der Fortpflanzungsrichtung der Welle im Koordina-
tenraum 6 als auch von der Wellenlänge der ebenen 
Welle ab. Für die ausgezeichneten Richtungen (a) 
läßt sich u ( q ) , d . h . die Dispersion in analytischer 
Form angeben. 

In den bisherigen Arbeiten zur Theorie der elek-
trischen Transporteigenschaften von nichtpolaren 
Festkörpern ist für das Dispersionsspektrum der 
thermischen Gitterschwingungen das DEBYEsche Mo-
dell zugrunde gelegt worden. Dann hängt mit den 
Annahmen von B L O C H über die stationären Energie-
zustände der Elektronen die zeitliche Übergangs-
wahrscheinlichkeit W(t,f) nur von j f — f j oder 
dem Winkel ft zwischen dem Ausbreitungsvektor f 
des Elektrons vor dem Stoß und dem Ausbreitungs-
vektor Q des beteiligten Phonons ab. Das führt auf 
eine isotrope Stoßzeit der Elektronen: r ( f ) = r ( | f | ) , 
sofern eine solche definiert werden kann. In die 
quantenmechanische Theorie der Wechselwirkung 
von Elektronen mit den quantisierten thermischen 
Gitterschwingungen, den Phononen, geht die Sta-
tistik der Phononen ein. Die mittlere Besetzungszahl 
des Zustandes 

hw(C\) = hu(q) q (2) 

ist durch die BosE-EiNSTEiN-Statistik gegeben: 

^O(Q) = 1 / ( e h w , k T - 1 ) . (3) 

4 M . BORN II. T H . V. KARMANN, Phys. Z. 1 3 . 2 9 7 [ 1 9 1 2 ] , 
5 M . B O R N U. G . H . BEGBIE, P r o c . R o y . S o c . , L o n d . A 1 8 8 . 

1 7 9 [ 1 9 4 7 ] . 
G Der Ausbreitungsvektor f definiert im Koordinatenraum 

eine Schar paralleler Ebenen, die Flächen konstanter Phase, 
auf denen £ senkrecht steht. 

7 M. KOHLER, Z. Phys. 124, 772 [1948] und 125, 679 [1949] . 

Die Phasengeschwindigkeit u(C|) tritt als Exponen-
tialfaktor auf. Daher hängt /V0 (q) , die Anregung 
der thermischen Gitterschwingungen, insbesondere 
bei tiefen Temperaturen in starkem Maße von q ab. 
Der entsprechende Einfluß auf die zeitliche Über-
gangswahrscheinlichkeit und damit auf die Trans-
porteigenschaften soll im folgenden untersucht wer-
den. 

In Abschn. I wird ein einfaches Modell für die 
Wechselwirkung von Elektronen und Phononen 
unter Berücksichtigung der Richtungsabhängigkeit 
und der Dispersion der Phasengeschwindigkeit 
der thermischen Gitterwellen entwickelt. In Ab-
schn. II wird die BLOCHsche Integralgleichung 
für die Störung der Verteilungsfunktion der 
Elektronen nach K O H L E R 7 als Variationsprinzip 
formuliert und dieses mit einem geeigneten Ansatz 
für die Störung mit einem direkten Verfahren gelöst. 
In der zur Lösung adäquaten Schreibweise werden 
in Abschn. III die Transportkoeffizienten bestimmt. 

I. Die Wechselwirkung Elektronen — Phononen 

7 . Das B A R D E E N A C A C Matrixelement 

Wir legen unserem Modell für die Wechselwirkung 
von Elektronen und Phononen die BLOCHsche Theo-
rie 8 zugrunde. In dieser werden grundlegende Nähe-
rungen gemacht, wie die adiabatische Näherung und 
die Vernachlässigung von Phasenbeziehungen zwi-
schen den verschiedenen Einelektronenzuständen — 
diese entspricht dem Stoßzahlansatz der kinetischen 
Gastheorie —, die in letzter Zeit eingehend unter-
sucht und dabei für schwache Wechselwirkungen 
weitgehend gerechtfertigt worden sind *. Mit der 
DiRAcschen Theorie der zeitproportionalen Über-
gangswahrscheinlichkeiten ist nach B L O C H die Wahr-
scheinlichkeit für den Übergang eines Elektrons aus 
einem Anfangszustand f in einen Endzustand f in-
folge der Absorption oder Emission eines Phonons 
im Zustand q pro Zeiteinheit 

sin 
• ( 4 ) w(tf)--= - 1 u ( t r [ 

s A . SOMMERFELD U. H. BETHE, Handb. d. Physik, Bd. 24, IL 
Berlin 1933. 

* z . B . A . H A U G , Z . P h y s . 1 4 6 , 7 5 [ 1 9 5 6 ] ; B . GOODMAN. 
Phys. Rev. 110. 888 [ 1 9 5 8 ] ; H. KÜMMEL, Z. Phys. 143. 
217 [ 1 9 5 5 ] ; D.A.GREENWOOD, Proc . Phys. Soc., Lond. 71. 
585 [1958|. 



Sind E(t) und fc-ic(q) die stationären Energiezu-
stände von Elektronen und Phononen, so wird im 
thermischen Gleichgewicht die statistische Besetzung 
dieser Zustände durch die FERMI-DIRAC- bzw. die 
BosE-EiNsxEiN-Statistik geregelt: 

/ 0 ( f ) = ^exp E-t 

k T 

JV0(q) = 
hw ,\-i 

e x p Tt ~ 

(5) 

(6) 

Die mittlere Besetzungszahl V 0 ( q ) eines Phono-
nenzustandes ist der statische Mittelwert der 
Oszillatorquantenzahl / i (q) der Normalschwingung 
mit der Energie hiv(n + g ) . Unter Berücksichtigung 
des PAULi-Prinzips ist mit (5) und (6) die Über-

U(t, f)|2 

gangswahrscheinlichkeit : 

r(F,r)/0(!)[i- /0(f)]=F(?,r). (?) 
Mit dem BLOCHschen Ansatz für das Störpotential 
dV(x) — nichtstarre Verschiebung der Gitterbau-
steine — ist bei Voraussetzung sphärischer Energie-
flächen E = ( h 2 / 2 m ) K - (m = scheinbare Masse, 
|f| = £) und kugelsymmetrische Eigenfunktionen 
das Matrixelement U nur dann von Null ver-
schieden, wenn die Elektronen mit longitudinalen 
akustischen Gitterwellen wechselwirken und die Aus-
wahlregel ? = f ± q + 27iQ gilt, g ist ein Vektor im 
reziproken Gitter. Wir vernachlässigen die Stoßpro-
zesse g ^ O , berücksichtigen also die Umklapp-
prozesse nicht. Dann ist das Matrixelement: 

h 12 CV q 
2 o V Q \ 3 / u 

n ( q ) , 

« ( q ) + 1 , 

J f = f + q , 
1 n = n — 1 , 

r = f - q , 
n — n + 1 . 

(8) 

o ist die Dichte, N die Anzahl der Atome im Periodi-
zitätsvolumen. Q ist das Atomvolumen, § n r03. C ist 
die BLOCHsche Konstante nach der Definition von 
SOMMERFELD u n d BETHE, C = T . 

Im Rahmen der Störungstheorie 1. Ordnung hat 
BARDEEN9 das Matrixelement U genauer berechnet. 
Dabei wird berücksichtigt, daß sich das Störpotential 

aus zwei Anteilen zusammensetzt: 
a) aus dV{ , der Störung des Potentialfeldes der 

Ionen infolge ihrer starren Verschiebung, und 
b) aus dVo , der Potentialstörung, die berücksich-

tigt, daß durch die Potentialänderung ÖV\ eine neue 
Verteilung der Valenzelektronen induziert wird. 

Die Potentialänderung dV0 kompensiert einen Teil 
der Potentialänderung bV\. Die entsprechenden Kom-
ponenten des Matrixelementes U haben daher ent-
gegengesetztes Vorzeichen. Bei tiefen Temperaturen, 
wo nur die langen Gitterwellen angeregt sind, stim-
men die Ergebnisse von BLOCH und BARDEEN für die 
elektrische Leitfähigkeit überein. Ein wesentliches 
Ergebnis der BARDEENschen Arbeit ist, daß U vom 
Streuwinkel # 8 = <£(f, f ) abhängt. Mit 

v = s i n ( # s / 2 ) (9) 

tritt in (8) an die Stelle der Konstanten C die Funk-

9 J. BARDEEN, Phys. Rev. 52, 688 [1937 ] . 
10 H. JONES zeigt, daß diese formale Substitution zu dem rich-

tigen Ergebnis für W ( t , f ) führt ; Handb. d. Phys., Bd. 
X I X , Berlin 1956. 

tion 
3 v̂  

G(v)=£g(v) M I . 1 — ir 
4 v \ 1 — vi b 

, (10) 

g(v) =v~3 [sin (18 n)1,3 v — (18 ri)1/3 v cos (18 tt)1/s v~\. 
Es ist b = e 2 K m / 7 i £ mit der üblichen Definition von 
Km. V0(r) besteht aus zwei Anteilen, dem Potential 
eines positiv geladenen Ions und dem mittleren Cou-
LOMB-Potential einer gleichmäßig über die Elementar-
zelle verschmierten negativen Ladung. E0 ist die 
Energie des Grundzustandes, die sich aus der SCHRÖ-

DINGER-Gleichung mit V0(r) als Potential nach der 
Methode von WIGNER und SEITZ ergibt. Wesentlich 
ist, daß in (10) bereits der Energiesatz berücksich-
tigt ist, der sich erst bei der Integration über den 
q-Raum ergibt. Die Energieänderung h w bei einem 
Stoßprozeß bleibt unberücksichtigt, es ist v = q/2 Km 

gesetzt worden. Wegen h w/E(K) 1 für K — Km 

ist es erlaubt, an dieser Stelle bei der Definition des 
Streuwinkels die Energieänderung zu vernach-
lässigen. Bei tiefen Temperaturen sind nur die lan-
gen Gitterwellen angeregt, daher ist klein. Im 
Grenzfall ergibt sich lim G(v) = t = C . 

2. Die Symmetrie von V(f, T) 

Das Matrixelement (8) wird mit C = G{$S) der 
folgenden Untersuchung zugrunde gelegt, in der für 



elastisch anisotrope Metalle die Übergangswahr-
scheinlichkeit V(f.t') berechnet wird. V ist durch 
die reduzierten Ausbreitungsvektoren 

[ Kx = K sin 0 cos xp , I qx = q sin ft cos cp , 

f Ky = K sin 0 sin ip , q \qu = q sin ft sin cp , 

I Kz = K cos & . | qz = q cos 'ft 

bestimmt, f ist auf ein festes Koordinatensystem und 
Cf auf ! als Polarachse bezogen (Abb. 1) Da die 

Phasengeschwindigkeit u von C| abhängt, gilt das-
selbe auch für V. Es ist nun wenig aussichtsreich, 
wie man sich bald überzeugen kann, bei tiefen Tem-
peraturen die BLOGHsche Integralgleichung unter Zu-
grundelegung einer Übergangswahrscheinlichkeit V 
zu lösen, in der die Phasengeschwindigkeit u der 
thermischen Gitterwellen explizit von Cf abhängt. 
Wir suchen einen anderen Weg, der es gestattet, den 
Einfluß der Richtungsabhängigkeit und der Disper-
sion von u auf V so zu erfassen, daß die B L O C H -

sche Integralgleichung ohne größere Schwierigkeiten 
als im isotropen Fall, w o V nur von j Cf | abhängt, 
gelöst werden kann. 

Unser Modell für V geht von der Tatsache aus, 
daß zu jeder Kristallpunktgruppe im zugeordneten 
Cf-Raum eine Anzahl von ausgezeichneten Richtungen 
Cf; ( / = 1, 2, 3 , . . . ) gehört, in denen es reine Longi-
tudinalwellen gibt. Diese ausgezeichneten Richtun-
gen bilden auf Grund der Kristallsymmetrie Cf-Sterne 

im C|-Raum. Unabhängig von der Anzahl der äqui-
valenten Cf-Vektoren, die zu einem Stern 11 gehören, 
wird im folgenden angenommen, daß es n Sterne 
und damit n nichtäquivalente ausgezeichnete Rich-
tungen q;- ( / ' = 1, 2, . . . , n) gibt. Für diese Richtun-
gen sei die Dispersion Uj(q) bekannt. Die erste For-
derung an die Übergangswahrscheinlichkeit V ist 
daher, daß sie für Cf = Cf;- die exakten, durch Uj(q) 
gegebenen Werte annehmen. Die zweite Forderung 
ist, daß für ux (q) = u.2 (q) = . . . = un (q) die Über-
gangswahrscheinlichkeit in die des isotropen 
Modelles, ( 8 ) , übergeht. Die dritte Forderung ist 
F ( { , f ) = F ( f , f ) , damit die mikroskopische Rever-
sibilität der Prozesse gewährleistet ist. Sie ist auf 
Grund der Kristallsymmetrie von selbst erfüllt. 

Zur Definition der Übergangswahrscheinlichkeit, 
die den drei genannten Forderungen genügt, betrach-
ten wir ohne Einschränkung des allgemeinen Falles 
einen speziellen f-Vektor, z. B. f = Kz . Ein Elektron 
mit dem Quasiimpuls h Kz kann mit verschiedenen 
Phononen Stoßprozesse: Kz + Cf erleiden. Da-
bei gilt nach (8) zunächst der Impulssatz: 

r = K z ± q . ( I I a ) 

Der Energiesatz 

E(X) =E{KZ) ± f c u ( q ) q ( I I b ) 

ergibt sich erst später bei der Integration über den 
q-Raum. Wir legen nun das folgende Modell zu-
grunde: 

Zu jedem Ausbreitungsvektor q gibt es so viele 
verschiedene Phononen hwx((\), wie der Kristall 
nichtäquivalente ausgezeichnete Richtungen hat, in 
denen es reine Longitudinalwellen gibt. Die mittle-
ren Besetzungszahlen der verschiedenen Zustände 
werden im thermischen Gleichgewicht durch die n 
Verteilungsfunktionen 

N0(w><) —1/(ehw*lk r — 1) 

geregelt. Der Index x = l,2,. .. ,n zählt die im all-
gemeinen verschiedenen Vektoren q* in einer festen 
q-Richtung ab. Der Index j =1,2,.... n zählt die 
verschiedenen q-Sterne des Wellenvektorraumes. Mit 
diesem Modell sind an Stelle eines Überganges 
( I I a , b ) , an dem ein Phonon mit dem Wellenvek-
tor q beteiligt ist, n Übergänge mit den Wellenvekto-
ren q* möglich. Die Vektoren q und q* unterscheiden 
sich nur in ihren absoluten Werten um geringe Be-
träge. Diese Unterschiede würden verschwinden, 

1 1 S t e r n ( = s t a r ) i m S i n n e v o n L . BOUKAERT, R . SMOLUCHOWSKI 
u. E . WIGNER, P h y s . R e v . 5 0 , 5 8 [ 1 9 3 6 ] . 



wenn die Energieänderungen bei Stoßprozessen ver-
nachlässigbar wären. Für die n Ubergänge Kz Kz 

i q* gelten die Impulssätze 

V = Kz±qx, (12a) 
<7* <7 

und. wie sich später zeigt, die Energiesätze 

E(ü) =E{KZ) ±huK{qx) q, (12b) 

Damit sind zu jedem nach (11 a, b) erlaubten fj-Vek-
tor die zugehörigen n Ausbreitungsvektoren q* ein-
deutig bestimmt. Die Übergangswahrscheinlichkeit 
für einen der Stoßprozesse (12 a, b) ist 

V(Kz,U)=g>e(#,cp) V(\Kz-V\). (12C) 

Die Funktionen g* müssen den unten genannten 
Symmetrieanforderungen an die Übergangswahr-
scheinlichkeit genügen. Da n Übergänge (12) an 

Die Funktionen gy.{ft,cp), die den obigen Forderun-
gen genügen, müssen außerdem der vollen Kristall-
symmetrie Rechnung tragen. Jede Übergangswahr-
scheinlichkeit muß bei festem Ausbreitungsvektor f 
die Symmetrie des q-Raumes, also die der ersten 
BRiLLOuiN-Zone haben. 

Dieselbe Symmetrieforderung gilt auch für viele 
andere physikalische Größen, die von einem redu-
zierten Wellenvektor f oder q — beide haben die-
selben geometrischen Eigenschaften — abhängen. 
Insbesondere gilt dieses auch für die stationären 
Energiezustände £ ( f ) der Elektronen. Im Zusam-
menhang mit der Berechnung von E(t) für Natrium 
haben V O N D E R L A G E und B E T H E 12 für kubische Punkt-
gruppen die 

harmonischen Funktionen des a-Typs, / / ; .(#, cp) 

ermittelt. Später haben B E L L 13 und A L T M A N N 14 auch 
für andere Punktgruppen die harmonischen Funk-
tionen des ct-Typs angegeben. Diese Funktionen 
zeichnen sich unter allen anderen harmonischen 
Funktionen einer Punktgruppe dadurch aus, daß sie 
1 2 F . C . VON DER LAGE U. H . A . BETHE, P h y s . R e v . 7 1 , 6 1 2 [ 1 9 4 9 ] , 
1 3 D . G . BELL, R e v . M o d . P h y s . 2 6 , 1 1 [ 1 9 5 4 ] . 
1 4 S . L . ALTMANN, C a m b . P h i l . S o c . 5 3 , 3 4 3 [ 1 9 5 6 ] . 

Stelle eines Überganges (11) möglich sind, ist die 
Wahrscheinlichkeit V(Kz,f) für den Stoßprozeß 
Kz—^KzZLC\ formal zu ersetzen durch eine Summe 
von n Wahrscheinlichkeiten für die Stoßprozesse 
K z - * K z ± q x : 

V(Kz,f')^]TV(Kz,V). (13) 

Es 
ist das s g n ( e n t s p r i c h t ) verwendet, denn (13) 

kann im allgemeinen nicht als Gleichung im stren-
gen Sinne aufgefaßt werden, weil auf der linken 
Seite die exakte Funktion u = a(q) steht. Wesentlich 
ist, daß (13) für die ausgezeichneten Richtungen im 
q-Raum mit dem Gleichheitszeichen gilt und daß die 
Symmetrieeigenschaften der linken und rechten Seite 
hinsichtlich des q-Raumes dieselben sind (s. u.). 

Die Wahrscheinlichkeit eines jeden der n Über-
gänge hängt von den Koeffizienten g* ab. Von die-
sen ist zu verlangen: 

g* = ,- = l , gn + j = 0 , (14 a) 

| > ( # , < p ) = 1 , (14 b) 
*=i 

gy.(ft,cp) =gx(ji-<&,cp + ji). ( 14c ) 

sich nach der identischen Darstellung der Punkt-
gruppe transformieren. Die Funktionen Hx sind also 
invariant bei allen Symmetrieoperationen des q-Rau-
mes. Sie werden dargestellt durch Linearkombinatio-
nen von sphärisch harmonischen Funktionen: 

Hx{ft,cp) = T c^Yf + Yr"). (15) 

Die Funktionen Yxa sind wie bei A L T M A N N 14 nor-
miert: 

Yi*&,<p) = ( l i U f f f'P^coafl) e ' " . 
\ 4 N (A + | I) ! / 

(16) 
Je geringer die Symmetrie eines Gitters ist, desto 
mehr harmonische Funktionen Hi (#, cp) gibt es in 
einem festen Bereich der /.-Werte. 

Mit (12) schreiben wir die Funktionen cp) 
als Linearkombinationen von harmonischen Funk-
tionen: 

g » = % g * i H x . (17) 
i 

Dabei ist die Anzahl der berücksichtigten harmoni-
schen Funktionen H,. gleich der Anzahl der nicht-
äquivalenten ausgezeichneten Richtungen im q-
Raum l o . Die Konstanten gy.x ergeben sich aus den 

q* = q; = q , : 

ux(q) =u2(q) = . .. = un(q), : 

(\y-lq* = C\/q beliebig : 



Gin. ( 1 4 ) . Allgemein gilt mit ( 1 7 ) . daß ( 1 4 a ) und 
(14 b) nicht nur verträglich sind, sondern (14 b) 
bereits in ( 1 4 a ) enthalten ist. 

Abl>. 2. Die EuLERschen Winke l : a Drehung um z-Achse, 
ß Drehung um y'-Achse, y Drehung um z-Achse. 

Mit (14) und (17) sind die Übergangswahr-
seheinlichkeiten für eine feste Richtung, f = Kz, be-
kannt. Sie werden für einen beliebigen f-Vektor 
durch Anwendung einer geeigneten Koordinaten-
Transformation auf die Funktionen gx{ft,cp) erhal-
ten. Eine solche Transformation wird zweckmäßig 
durch d ie in A b b . 2 angegebenen EuLERschen Win-
kel beschrieben. Definiert man den Vektor f durch 
sphärische Polarkoordinaten und setzt man 

a = rp, ß = 0 und 7 = 0 , 

so wird der Vektor f ( 0 . 0. K) in den Vektor 
f (Kx Ky, Kz) übergeführt ( K 2 = K2 + K2 + Kz2) . 
Die lineare Beziehung zwischen der alten Funktion 
gx(&, cp) und der neuen Funktion 9l(ip, O, 0) cp) 
wird durch die Darstellungskoeffizienten 16 

® W [sJt (et, ß, y) ] = i I ' I i I'+ /' eJ'"''3 e 

V ( - D [{l-p'-v) ! {1 + p-v) ! vi {v-p-p') !] 
:n2 v+p'-n sin (18) 

der (2 K + l)-dimensionalen Darstellung der dreidimensionalen reinen Drehgruppe gegeben. Unter 
den Operationen transformieren sich die Funktionen Yx'1 gemäß: 

+1 
3tyy= V^w Yf. "v f. i « /t A 

Xi.fl 

(19) 

Mit (13) bis (19) erhält man 

Vit f ) ^ V gxX cx, 2 0) ] + r f (<p)V(\t - V I) . (20) 

Diese Beziehung besagt, daß die rechte Seite als 
Summe der Wahrscheinlichkeiten für n Stoßprozesse 
f = f±C}x in der BLOCHschen Integralgleichung an 
die Stelle von V(t . f ) tritt. Die Voraussetzungen 
für (20) sind: 

sphärische Energieflächen: E=(h2/2m)K2, Ver-
nachlässigung der Abweichungen der Gitterwellen 
vom thermischen Gleichgewicht: N = N0, Vernach-
lässigung von Umklappprozessen: # s * < 7 9 ° . 

II. Die Blochsche Integralgleichung 
1. Das KoiiLER.se/je Variationsprinzip 

Mit dem Ansatz 
/ = / o - 0 ( f ) ( 3 / o / 3 £ ) (21) 

für die gestörte Verteilungsfunktion / der Elektro-
nen ist die BLOCHsche Integralgleichung für die Stö-
rung 0 gegeben durch: 

e g - Tgrad > , Ö - | ( b g r a d T ) 3/o 
3 E 

= L($). 

(22) 

15 Im Prinzip denselben Ansatz hat W.V.HOUSTON (Rev. Mod . 
Phys. 20, 161 [1948 ] ) für die Anzahl der Normalschwin-
gungen F (w) im Frequenzbereich w bis w-\-dw und im 
räumlichen Winkelelement gemacht. Davon ausgehend ha-
ben verschiedene Autoren F (w) und die spezifische Wärme 
für kubische Kristalle berechnet; s. z. B. D. D. BETTS, A. B. 
BHATIA U. M . WYMAN, Phys. Rev. 104, 37 [1956 ] . 

16 Mit der Definition der EuLERschen Winkel nach Abb . 2 und 
der Normierung (17) für die sphärisch harmonischen Funk-
tionen ergeben sich die Koeffizienten der Darstellung S U ) 
in der Form (18) . E. WIGNERS Normierung der Darstel-
lungskoeffizienten geht auf die Definition der Winkel-
Variablen im Linkssystem zurück. 



L ist der in üblicher Weise definierte Integralopera-
tor: 

L(<I>)= / f k T [ F ( f , f ) [ < 2 > ( f ) - < Z > ( f ) ] d f . 

(23) 

•jV ist das äußere elektrische Feld, — | e | ist die La-
dung des Elektrons und 1) dessen Geschwindigkeit: 

Ö = gradf E . 

Ii hat mit unserer Voraussetzung über die statio-
nären Energiezustände £ ( f ) die Komponenten 
vx = (h/m) Kx usw. Damit kann (22) in der ein-
fachen Form 

2 M I ' K ^ t I ) - 1 1 * 1 
( 2 2 a ) 

geschrieben werden. Es wird im folgenden die we-
sentliche Voraussetzung gemacht, daß das äußere 
elektrische Feld und der Temperaturgradient in z-
Richtung orientiert sind. Diese Annahme bedeutet 
in elastisch anisotropen Metallen, die in kubischen 
Systemen kristallisieren, keine Einschränkung. In 
diesem Fall reduziert sich die Anzahl der unabhän-
gigen Komponenten der Tensoren 2. Stufe, durch 
die die Transportkoeffizienten definiert werden, auf 
je eine Komponente. Alle anderen Metalle haben 
eine Symmetrieachse, die mit der z-Richtung des 
Koordinatenraumes zusammenfallen möge. Wir be-
redinen danach nur die Tensorkomponente mit dem 
Indexpaar zz, z. B. die Komponente ozz der elektri-
schen Leitfähigkeit 

( Oxx Oxv aXZ \ 

Oyx Oyjj Oyz I • 
®zx °zy Gzz 1 

Alle anderen Tensorkomponenten, insbesondere auch 
Symmetriebeziehungen zwischen abhängigen Kom-
ponenten, können mit geringem Mehraufwand, wie 
jeweils an geeigneter Stelle gezeigt wird, aus dieser 
Arbeit ermittelt werden. Hier wird nur der Übersicht 
wegen zunächst auf die allgemeine Darstellung ver-
zichtet. Da L ein linearer Operator ist, zerfällt mit 
dem Ansatz 

<P= h (eFz + T 3 (1)W>1+!L 13T0, <24) 

m \ dz \T / / m T dz 
1 7 M . KOHLER, 1. c . 7 . 
LTF A . H. WILSON, Theory of Metals, University Press, Cam-

br idge 1954, S. 300 ff. 
19 Für das veral lgemeinerte Variationsprinpiz, N ^ N o hat 

D . DORN, Z . N a t u r f o r s c h g . 1 2 a , 7 3 9 [ 1 9 5 7 ] d e n e n t s p r e -
chenden Beweis gel iefert . 

die Integralgleichung in zwei Gleichungen: 

I I ( / = 1 , 2 ) . (25) 

Nach K Ö H L E R 17, der (22) in ein Variationsprinzip 
umgeformt hat, haben die Lösungen <Pi von (25) 
unter allen geeigneten Vergleichsfunktionen18 die 
Eigenschaft, daß sie die Funktionen 

( $ „ £ , ) s [ ^ L ( ^ ) d f (£= 1 , 2 ) (26) 

J 4 jiA 

zum Maximum machen unter den Nebenbedingungen 

= J E1'1 Kz ^ ^ (i = 1, 2 ) . (27) 
K O H L E R konnte zeigen, daß bis auf den Faktor \/T 
die Funktion ( 0 , (I>) die Entropievermehrung durch 
Stöße pro sec und pro cm3 darstellt19. Die Aufstel-
lung des Extremalprinzips geht von der mikroskopi-
schen Reversibilität der Stoßprozesse aus. Diese bei-
den Punkte lassen die Schwierigkeiten erkennen, die 
mit der Formulierung des Transportproblems im 
Magnetfeld verknüpft sind20 . 

2. Die Lösung des Variationsproblemes 

a) D e r L ö s u n g s a n s a t z 

Das Variationsproblem (26) und (27) wird mit 
dem RiTzschen Verfahren gelöst. Zu diesem Zweck 
werden die Störfunktionen nach einem vollständigen 
Funktionensystem entwickelt. Für die Winkelabhän-
gigkeit bieten sich nach V A N D E R L A G E und B E T H E 

sofort die harmonischen Funktionen des a-Typs an. 
Diese bilden ein vollständiges Funktionensystem im 
Sinne von W E I E R S T R A S S 21 für alle Funktionen, die 
invariant sind unter den Symmetrieoperationen der 
zugehörigen Kristallpunktgruppe. Die Entwicklung 
nach harmonischen Funktionen des a-Typs bietet im 
Prinzip denselben Vorteil, den die genannten Auto-
ren bei der Berechnung der Eigenfunktionen für die 
stationären Energiezustände der Elektronen eines 
Alkalimetalles im Rahmen der verbesserten Zellular-
Methode ausgenutzt haben. Es sind nur verhältnis-
mäßig wenige Entwicklungskoeffizienten notwendig, 
um die Winkelabhängigkeit der Funktionen im 
f-Raum zu kennen. Wir machen den Ansatz: 

2 0 J . ZIMAN , C a n a d . J . P h y s . 3 4 , 1 2 5 6 [ 1 9 5 6 ] , - G . E . TAUBER, 
Canad. J. Phys. 36, 1308 [1958] . 

21 Herrn Dr. A . B. BHATIA danke ich für eine persönliche Mit-
teilung zur Klärung dieses Punktes . 



<W) = 2 2 {K,cXl+K„b2l +K,a<ft) rflh. 
11 = 0 1 = 0 
(£ = 1 , 2 ) , rj= (E — £)/kT. (28) 

Wir haben angenommen, daß in nichtkubischen Kri-
stallen die .z-Achse mit der Symmetrieachse zusam-
menfällt. Daher eilt alleemein b{l)=c^1). Mit der o o n i n i 
— in kubischen Metallen nichteinschränkenden — 
Voraussetzung, daß die äußeren Felder in z-Richtung 
orientiert sind, ist b(-l) = c^} = 0 . Nur die Zahlen afl 

' nl nl nl 
werden dann als die zu variierenden Parameter be-
trachtet. Ihr endgültiger Wert hängt von der Anzahl 
der tatsächlich berücksichtigten Reihenglieder ab. 
Die Glieder können nach „Sätzen" so geordnet wer-
den, daß in dem Glied rf Hv , wobei die Funktionen 
Hp die nach natürlichen Zahlen p — 0, 1, 2, 3 geord-
neten Funktionen H/ sind, die Summe (n + p) kon-
stant ist. Das ist eine Ordnungsvorschrift. Die Zahl 
(n + p) nimmt von Satz zu Satz ebenso wie die An-
zahl der Reihenglieder eines Satzes um 1 zu. Uber 
die Konvergenz der Vergleichsfunktionen 
— die Entwicklung (28) wird nach dem (n + p)-ten 
Satz abgebrochen — gegen die richtigen Funktionen 
lassen sich keine allgemeinen Aussagen machen. Bei 
einem speziellen Beispiel scheint die Konvergenz gut 
zu sein. 

Bemerkt sei an dieser Stelle noch, daß die obige 
Ordnungsvorschrift, bei der von Satz zu Satz sowohl 
die Energieabhängigkeit als auch die Winkelabhän-
gigkeit der Vergleichsfunktionen verbessert wird, 
nicht immer die zweckmäßigste ist. Die magnetische 
Widerstandsänderung ist z. B. ein Effekt, der in 
kubischen Metallen auch durch die Richtungsunab-
hängigkeit der Funktion $>X\KZ verursacht sein kann. 

Zur Formulierung des Extremalprinzips unter Be-
rücksichtigung von (28) werden die Definitionen 
getroffen: 

a (0 = I E f ^ H M ^ ( £ = 1 , 2 ) 

und 

drs= f (ifKdLWHriK* 
df 

4 7L3 

(29) 

(30) 

Der Buchstabe r steht an Stelle des Index-Paares n, l 
und der Buchstabe s an Stelle von n*, l*. Es läßt sich 

leicht zeigen, daß die Matrix (drs) symmetrisch ist. 
Die Umformung des Variationsprinzips (26) mit 

der Nebenbedingung (27) in eine gewöhnliche Ex-
tremalaufgabe der Differentialrechnung erfolgt ana-
log zum isotropen Fall 22. Mit (28) ergibt sich ein 
lineares Gleichungssystem für die Unbekannten aj" : 

2 < W ' ) _ A R ( I ) = O ( » = 1 , 2 ) ; ( 3 1 ) 

s 

r durchläuft alle Index-Paare. 

b) D i e G r ö ß e n u n d drs 

Bei beliebiger Kristallsymmetrie ist f = 0 bzw. 
c) = 0 Inversionszentrum der ersten BRiLLOuiN-Zone. 
Das liegt in der Kristall-Symmetrie oder/und in der-
jenigen, die sich aus der Zeitinversion ergibt, be-
gründet und hat zur Folge, daß bei den harmonischen 
Funktionen des a-Typs die Zahlen m bzw. u nur 
gerade Zahlen sein können. 

Die Größen kann man sofort angeben. Es ist 

a « = 1 f 2 m f a « a, ( £ = 1 , 2 ) . (32) 

Dabei ist 
-1- oo 

* / ) = I Ei+1'>^r)ndr) ( £ = 1 , 2 ) , 

0.1 = 4 2 2/2t / / P r ( c o s 6 ) c o s m v ( 3 4 ) 

m 6 o 

• cos2 0 sin & d@ drp . 

Die P['n sind die normierten zugeordneten L E G E N D R E -

schen Funktionen: 

Ylm(G,w)= P / m ( c o s 0 ) eimv. 
1 v y2tt 

Man findet23: 

3/ = 0 = 

al = 2 = 

1 V /• 

1 5 

m = 0 (35) 

Alle anderen verschwinden. Etwas mehr Aufwand 
erfordert die Berechnung der Größen drs. Zunächst 
ergibt sich mit 

(36) 
Kz' = KZ + qz cos Q — qx sin & = cos 0 (K + q cos # ) — q sin ©sin # cos (p | 

Yr(6', xpf) = y [SR(v. o) ]m'm rr'(#s,<P) f q = q*' 

2 2 A . H . WILSON , 1. c . 1 8 . 2 3 E . T . WHITTAKER U. A . N . WATSON, M o d e r n A n a l y s i s , U n 
versity Press, Cambridge 1952, S. 310, Example 1. 



für den Integraloperator 

L (Kz v* Ht) - - l~ C) Z f E W W (V. <9, 0) ] ̂  + © j j ^ } Yf'tf, cp) G2 (0B) 

• ( - ^ ^ o ( q ) [ / o ( f ) ( l - / o ( f + P)) £ ( £ ( ! ) - £ ( f + q) + h w ) (37) \ w 

+ /o(* + q) ( l - / o ( D ) - * ( f + q) 

(cos 0 (K + q cos 0 ) - q sin 0 sin 0 cos ( ! + q) £ Qm £ { © ® 0) ]m>m + _ „ > I V (0B , <p) 
/« m'=—l 

-Kcos0r]nZ cim ( 1 T ( 0 , V) + I V " ( V ) ) t\ dq 

Dabei ist d q x = q 2 dq>> sin d d# d^ . Die Funktion ü(x) ist bei W I L S O N 22 definiert. Sie hat für hinreichend 
große Zeiten t den Charakter einer (5-Funktion und wird durch Integration über den Winkel & = f) 

f ) eliminiert. Aus dieser Integration ergeben sich die Energiesätze (12 b) . Damit ist 

c o s £ = c o s # * = - l - ( -q* ± K )• (38) 
2 \ K qx E ) 

Im Gegensatz zu d ist der Streuwinkel = f x ) nicht derselbe für die n verschiedenen Übergänge: 

q. i 1y2 sin2 <5 /on\ cos vs« = 1 — — — f e , , • (39) 
K- h w(qx) 

E 

Zur Integration von (37) über den Azimutwinkel cp benutzen wir die Identität 

m. Z J$>® [9t (rp, 0, 0) ] + &£.-M}Yr'(A cp) (40) 

= (d«H0)m'mcos{myJ+m',(p) +d^(e)m'-mcos{myJ~my)) ™ w = 0 ' 2 ' 4 - - " i ™ \ " / m 7« , ' ~ \ " / m — ni , i i — • — 
\ sin (mip + m cp) si n{mxp — m cp) ] VAJt 1 , 3 , 5 . . . . 

Zur Abkürzung ist [9t (0, 0, 0) ]m'm = d^ (0) m'm gesetzt, und es sind die Symmetriebeziehungen be-
rücksichtigt: 

d$-m = ( - 1) d\.m, d'm,m = ( - 1) »+"' d®m._m . (41) 

Eine andere Identität, die im folgenden angewandt wird, ist 

Y r ( v ) + Y r n ( 0 , v) = { © w [9t (v , o) ] o m + } • ( 4 2 ) 

Das Ergebnis der Integration über cp ist mit (40) bis (42) : 

+ Um 

W H , ) = - Y m r ^ \ 3 dE/dK ^ J ux{l + e-v) {l + ev+hwH/kT) \ i-e-hwxikT \ 
— Qm 

2 \{D(I!U + D L L - J COS « YJ ^ ! ( C 0 S # * ) + 4 - « } C 0 S M V 

( £ + ? c o s # ) cos6>(?? + H ^ ) > ( c o s ^ ) — COS 0 Tjn Pi® (1) 
k T 

+ 2 ^ [ cos C* - m) V ( 4 > + 4 > * $ - m ) + ( - 1 ) c o s (// + m)W {d%d«Lm + d ^ d%,m }] 

' Pi (cos#x) Pi (cos ftxs) {K -f- q cos $ ) cos 



Dabei ist folgendes berücksichtigt: 
1. In (43) sind bereits die beiden Integrale zu-

sammengezogen, die bei der Integration der Funk-
tionen Q(. . . + h Wx) und D(.. . — hiVx) über den 
Polarwinkel auftreten. Das ist, wie J O H N S O N 24 im 
einzelnen gezeigt hat, in der Schreibweise von (43) 
formal erlaubt, wenn für die Variablen qx negative 
Werte zugelassen werden und wenn für cos die-
jenigen Werte eingesetzt werden, die Absorptions-
prozessen entsprechen. 

2. Die obere Grenze qm der Variablen q — in 
(43) ist der Index x fortgelassen — ist durch den 
liadius einer Kugel gegeben, deren Volumen gleich 
d e m d e r BRILLOUIN-Zone i s t . 

3. In der runden Klammer stehen unter der 
Summe über /t Glieder, die als Faktor denjenigen 
Anteil von K,' haben, der durch Projektion von 
(f + Cb) auf die z-Achse des f-Raumes entsteht. Da 
die Zahlen // und m aus Symmetriegründen gerade 
Zahlen sind, verschwinden bei der Integration die 
Glieder mit dem Index m =)= u . Bei den von Null 
verschiedenen Gliedern sind daher die Zahlen fi — u 
und rn — m entweder beide gerade oder beide un-

gerade. Die untere Grenze der Zahlen /i = m ist 1. 
Die obere Grenze ist im allgemeinen durch die Zahl / 
gegeben, denn in praktischen Fällen werden bei der 
Entwicklung der Störung nach den harmonischen 
Funktionen / / ; nicht mehr /-Werte auftreten, als 
/-Werte bei der Darstellung der Funktionen g* 
durch die harmonischen Funktionen H>.. 

4. Die Funktion F ist das Ergebnis der Integra-
tion über Glieder, die als Faktor den Anteil von Kz' 
haben, der die Projektion von Qj- auf die z-Achse 
darstellt (Cfv _L z-Achse). Die Funktion F spielt, wie 
unten gezeigt wird, bei der Bildung der Größen d,s 

keine Rolle. 

Nach der Berechnung des Operators L führt ein 
zweiter Schritt direkt zu den gesuchten Größen drs . 
In (31) lassen sich die Winkelintegrationen leicht 
ausführen. Dabei ergibt sich zunächst 

I F ( y ) cos m yj d y = 0 
o 

(44) 

Von Null verschieden können die folgenden Integrale 
sein: 

Q0(l,/i,lm,l*m*) 
8 cos ii i/' cos m y> cos ni* y> dyj J P'i P'i P'" cos2 0 sin 0 d0 , (45 a) 

o 

Q,t> ii, 1 rn. I* m*) = 4 / cos ( / , - m*) y> cos rn y, d y / {d^ + d^L/^. } P f cos2 0 sin 0 d0 

+ 4 ( - 1 y f cos (ii + m*) r cos rn y dV- f {d<J>_„ d^. + } P f cos2 0 sin 0 d0 . (45 b) 
0 II 

Die Berechnung der Integrale vereinfacht sich dadurch, daß allgemein gilt ü,, ' = 0 , wenn ii eine ungerade 
Zahl ist. Alle Indizes, die von den sphärisch harmonischen Funktionen und ihren Darstellungskoeffizienten 
herrühren, sind also gerade Zahlen. Mit (45 a. b) findet man die gesuchten Größen in der einfachen Form 

OC +OxlT 
drs= Xdrf mit dl«! =A*}]cMf fh(v,z) 

— -&XIT 
(46) 

. 1 
X — oc 

[l + ytl)tlH'n*(l)-[l + yv + 
ß2 (r] + z)n*P% ( c o s # s ) I0P°x (cos ?9) -

1 + 7 * / + 
ß2 (.rj + z)"' V 7/<' Px (cos »9) Pfi (cos 0 a ) l z2 dz r,n d/y, 

h (»/, z) = 
Uy 0 

u : , (z) v(z) ( l + e - ' y ) ( 1 + « ' /+* ) 11 — e" 

Es sind übliche Definitionen getroffen 
h wy 

Z * ~ kT 
ß _ hwx(gm) 

k 
k T f- fj •> (k T)2 

2mC«2(2x) 

A» = C(k ry 
(2 Q H9 u xO 

Uxo = lim ux 
o 

(47) 

I. c. 



Der Index y., der stets die Werte 1, 2, . . . , n annimmt, ist an den Variablen zx und an allen Veränderlichen, 
die von abhängen, in (46) fortgelassen. Die Integrale über die Winkelvariablen sind zu einem einfachen 
Ausdruck zusammengezogen: 

/U'(AZZ*) = Z c X / i c l m c t . m . Q ( l j u , l m , l * m * ) (u = 0 , 2 , 4 , . . . ) . (47) 
fi vi m* 

Für den Winkel &x zwischen den Ausbreitungsvektoren f und t]* und die Streuwinkel ßSx sind unter stren-
ger Berücksichtigung des Energiesatzes die folgenden Werte einzusetzen: 

(48) C O S 2 - — hi 4 

Elt+yzx 
\2!). 

Ä _ m u2(zx) (49) 

In der Funktion h (rj, 2) tritt neben der Phasen-
geschwindigkeit die Gruppengeschwindigkeit t>(z) 
auf. Der Grund hierfür ist, daß unter Berücksichti-
gung der Dispersion die Anzahl der q-Vektoren in-
nerhalb des Raumwinkelelementes und bezogen auf 
die Volumeneinheit des Ortsraumes gegeben ist 
durch 

q2 d<7 sin & dd dcp = g (w) dw sin ß d$ d<p . (50) 

Dabei ist 

g ( ^ ) = (51) 

die Frequenzverteilung der longitudinalen Gitter-
wellen. 

Es bleibt noch zu untersuchen, wie Phasen- und 
Gruppengeschwindigkeit und damit die Frequenzver-
teilung sowie die BARDEENsche Funktion in Abhän-
gigkeit von 2 darzustellen sind. Sofern es möglich 
ist, diese Funktionen bzw. ihre Kehrwerte durch 
Potenzreihen-Entwicklungen nach z anzugeben, las-
sen sich die Integrale über 2 auf bekannte, zum Teil 
tabellierte Integrale zurückführen. Die BARDEENsche 
Funktion wird mit hinreichender Genauigkeit durch 
die beiden ersten Glieder einer Entwicklung nach z2 

approximiert. Wir setzen 

G2 = 1 - c (52) 

wie in einer Arbeit von Z I M A N 25 die Konstante A . 
Die Dispersion der longitudinalen Gitterwellen 

und ihre Frequenzverteilung konnten mit mathema-
tischen Methoden bis jetzt für keinen Kristall exakt 
bestimmt werden. Nur für die lineare Kette sind 
Dispersion und Frequenzverteilung bekannt. Wir 
können die entsprechenden Ergebnisse hier nicht als 
Modell für den dreidimensionalen Fall zugrunde 
legen, weil die Frequenzverteilung am Ende des 
Spektrums wegen v(qm) = 0 eine Singularität auf-
weist. Für den dreidimensionalen Kristall ist nach 
V A N H O V E 26 die gesamte Frequenzverteilung aller 
Normalschwingungen eine stetige Funktion. Hier 
wird angenommen, daß in den q*-Räumen die Fre-
quenzverteilungen durch stetige Funktionen approxi-
miert werden können. Dann gilt dasselbe für u"1 

und Werden also die Dispersionen durch Rei-
henentwicklungen der Form 

wx(q)=ux, (q + 4x) q* + ... + c ^ + 1 $ 2 w + 1 ) (53) 

dargestellt, so können mit bekannten Methoden der 
Reihenlehre 

l/ux(q) = q\wx(q) und l/vx{q) =l/[dwx(q)/dq] 

als gerade Funktionen angenähert werden. Setzt man 
_ ux{qm) qm z„ 

ejT u{zj' 

Die Konstante c wird im Prinzip ebenso bestimmt so erhält man u(zx) durch Iteration. 

Zum Schluß dieses Abschnittes sollen für praktische Fälle die Größen drs, deren Berechnung die meiste 
Arbeit verursacht, in geeigneter Weise formuliert werden. Mit 

+ 00 +0*1 T 

K(0*\U*,nn*) = J J h(rj, 2) (54 a) 
- oc -QXIT 

• \(l+yV)ri»'P?. ( 1 ) - (1 +yr]+ £2- ß*-z2) (rj+ z)n* P^cosds)} (cos d) z2 dz Vn dr], 

2 5 J . M . ZIMAN, P r o c . R o y . S o c . , L o n d . A 2 2 6 . 4 3 6 [ 1 9 5 4 ] . 2 6 L . VAN HO V E . P h y s . R e v . 8 9 . 1 1 8 9 [ 1 9 5 3 ] . - M . BI.ACKMAN, 
Handb. d. Physik, Berlin 1955, S. 345 ff. 



+ OO +0x1 T 

K^(U*,nn*)= J fh(V,z) 
- oo -'©x/T 

(54 h) 

i l + y v + I z - z2\ (>/ + z)n*P( (cos # ) P[i (cos &a) z~ dz if dV ( f i = 2, 4 , . . . ) 

ist j w = a 2 ^ 2 « « * ) v a i n (55) 

Nachdem die Größen drs und <xrs bekannt sind, können die zz-Komponenten der Tensoren zweiter Stufe, 
durch die die Transportkoeffizienten definiert werden, angegeben werden. Bei elastisch anisotropen Metal-
len, die in kubischen Systemen kristallisieren, kann man damit als skalare Größen die elektrische Leit-
fähigkeit, die elektronische Wärmeleitfähigkeit und die dilferentielle Thermokraft berechnen. Bei Metallen, 
die nicht in kubischen Systemen kristallisieren, findet man alle anderen unabhängigen Tensorkomponen-
ten, wenn außer den Größen ctrs = a^J und drs = d^ auch die entsprechenden Größen = a^' und 

= d'ryJ berechnet sind. Damit kennt man die Koeffizienten der Gleichungssysteme für die Unbekann-
ten = b(£>l und findet, wie in dem folgenden Abschnitt III gezeigt wird, leicht alle unabhängigen Tensor-
komponenten. 

III. Die Transportkoeffizienten 

1. Darstellung der Tensorkomponenten durch unendliche Determinanten 

Die elektrische Stromdichte % ( / x , / 2 . / 3 ) und die Wärmestromdichte 2$ (W x. W.2, W3) werden in der 
bekannten Form geschrieben: 

W r 

(54) 

(55) 

Die Funktionen Sip.g) ( / ' = 1 , 2 ) sind bis auf einfache Faktoren die Tensorkomponenten der elektrischen 
Leitfähigkeit und der elektronischen Wärmeleitfähigkeit. Es ist 

= i lh 
2 «?] / Pi (E) vn Hl Kp Kq df (i, 7 = 1 , 2 ) , 
n, l 1 1 4 -T3 \ m 

'U - 4 : t 3 K m i X h n i l ' P i W ^ H t K p K . d i (£,/ = l , 2 ) , 
S(PQ) _ i (h 

(p = 1 , 2 , 3 ; q = 3 ) ; ( 5 6 a ) 

(p = 1 , 2 , 3 ; <7 = 1, 2 ) ; ( 5 6 b ) 
n,l 

P}(E) (7 = 1 , 2 ) 

Wir haben vorausgesetzt, daß die z-Achse des f-
Raumes Symmetrieachse ist. Dasselbe gilt dann für 
den Koordinatenraum. Diese Voraussetzung geht 
auf die Tatsache zurück, daß bis jetzt bei Metallen 
und Halbleitern nur solche Kristallpunktgruppen 
festgestellt sind, in denen stets Drehungen um die 
z-Achse als Gruppenelemente auftreten. Daraus folgt, 
daß in (56 a, b) nur solche harmonischen Funktio-
nen des a-Typs H/(&,ip) auftreten werden, für die 
gilt: 

c(pl) 
Jij 

1 0, p±q, 
W o , p = q. (57) 

Die Leitfähigkeitstensoren haben, wie M E I S S N E R und 
K O H L E R 27 im einzelnen gezeigt haben, keine rotato-
rischen Anteile. Aus den ÜNSAGERschen Symmetrie-
beziehungen 28 für die Überlagerung von thermo-

2 7 W . MEISSNER u . M . KOHLER, H a n d b . d . E x p e r i m e n t a l p h y s i k . 
Bd. 11, 2, Akad . Verlagsges., Leipzig 1935. 

2 8 L . ONSAGER , P h y s . R e v . 3 7 , 4 0 5 [ 1 9 3 1 ] . 



dynamisch irreversiblen Prozessen, die hier durch 
die Komponenten des elektrischen oder des Wärme-
stromes dargestellt werden, würde nur folgen 

portgrößen die folgende Zuordnung treffen: 

c(pp) _c(gp) (/—1)2), 
^ (p, q = 1 ,2 , 3) , 

(58) 

Diese Symmetriebeziehung läßt sich an Metallen 
nicht experimentell verifizieren. Dazu müßten an ge-
eigneten dielektrischen Kristallen die Komponenten 
des Wärmeleitfähigkeitstensors, der die Gitterleit-
fähigkeit beschreibt, gemessen werden 29. Die weite-
ren ÜNSAGERschen Symmetriebeziehungen, die für die 
Uberlagerung von verschiedenen thermodynamisch 
irreversiblen Prozessen gelten und die daher auch 
in isotropen Metallen von Bedeutung sind, lauten 

q(pp) _ e ( P P ) ( I / — 1 ) 2 ) , 
(p = 1 , 2 . 3 ) . 

(59) 

Der Beweis dieser Beziehung erfolgt ähnlich wie im 
isotropen Fall, weil die Größen als Produkt 
a ( l ) 2/ geschrieben werden können. Es ist zu beach-n 1 ~ 
ten, daß immer dann, wenn bei der Berechnung der 
elektrischen Leitfähigkeit N = N0 als Verteilungs-
funktion der Phononen gesetzt ist, bei der Berech-
nung der Wärmeleitfähigkeit des Gitters über die 
Verteilungsfunktion der Elektronen die Vorausset-
zung / = / 0 gemacht werden muß. Nur beide Ver-
nachlässigungen sind miteinander konsistent und 
führen zu den Symmetriebeziehungen (60 ) . Die Ver-
allgemeinerung von (60 ) , die sich ergibt, wenn kon-
sequent die elektrische Stromdichte mit N = N0 und 
die gesamte Wärmestromdichte mit / = / 0 beredinet 
werden, findet man in einer Arbeit von SONDHEIMER 3 0 . 

Zur Bestimmung der (zz = 33) -Komponenten der 
Transportgrößen braucht man nur die Funktionen 

Nach (56 a) ist 

• (60) 

1. Satz 

2. Satz 

r = 0 : n 

ä = 0 : n* 

r = l : n = 1 

5 = 1 

r = 2 

p = 0 . 

P= 0 ; 

P = 0 , 

P* = 0. 

P = l ) 
5 = 2 : n = 0 , p = 1 . 

Mit dieser Indizierung liefert die Auflösung des 
unendlichen Gleichungssystems (31) die Unbekann-
ten 

a r® = ArWf A ( £ = 1 , 2 ) . (61) 

Dabei ist A = det(rfrs) und die A/') sind die CR A M E R -

schen Determinanten des Gleichungssystems. Mit 
(59) ist 

h \2 Aij 
A 

Sjj — ( i , j = 1) 2) , (62) 

wenn Ajj die Determinante ist. die aus A durch Rän-
derung mit den Größen a r® als Spalte und den 
Größen a / ^ als Zeile entsteht. 

Setzt man die Beziehung (60) für die Funktionen 
Sjj in die Gleichungen für den Strom- und Energie-
transport ein, so findet man die Transportgrößen in 
der gewohnten Form. 

Als elektrische Leitfähigkeit erhält man 

dT 
dz 

An 

A 
(63) 

Für elektronische Wärmeleitfähigkeit ergibt sich 

dT/dz )jz=o 
1 / h Y An A22-A122 

T Im A A n 

(64) 

Die differentielle Thermokraft ist 

tzz=(rz+l = - - 1 - . ( 6 5 ) 

ar , al 
n, l 

Es erleichtert im folgenden die Übersicht, wenn wie-
der der Buchstabe r an Stelle des Index-Paares (n l) 
und s an Stelle des Paares (n* /*) eingeführt wer-
den. Ordnet man außerdem die /-Werte mit zuneh-
mender Größe nach den natürlichen Zahlen p , so 
kann man zur Berechnung der elektrischen Trans-

29 Nach W . VOIGT \ S. 4 0 2 ff . , k ö n n t e n in e i n i g e n w e n i g e n 
Kr is ta l len rotator ische Ef fekte beträcht l ich sein. N e u e r e 
e x p e r i m e n t e l l e U n t e r s u c h u n g e n hierzu sche inen nicht vor-
zu l i egen . 

3 0 E . H . SONDHEIMER, P r o c . R o y . Soc . , L o n d . A 2 3 4 , 3 9 1 [ 1 9 5 6 ] , 

e dz /«/j=0 eT Ax_ 

2. Näherungen 

Es ist charakteristisch für die Variationsrechnung, 
daß bei Anwendung von direkten Methoden nur 
eine beschränkte Anzahl von den Gliedern eines voll-
ständigen Funktionensystems berücksichtigt werden 
kann. Wie gut durch eine endliche Anzahl von Funk-
tionen eines vollständigen Systems die gesuchte Lö-
sung approximiert wird, hängt wesentlich von der 
Wahl des Systems ab. Im Hinblick darauf wurden 
die harmonischen Funktionen der Kristallpunkt-
gruppen, die zur identischen Darstellung gehören, 
als vollständige Funktionensysteme für die Winkel-



abhängigkeit der Störungen f / ; ( f ) gewählt. Der 
Übergang zu einer endlichen Anzahl von Gliedern 
in der Darstellung von (P bedeutet, daß die unend-
lichen Determinanten Ajj und A durch solche mit 
beschränkter Zeilenzahl ersetzt werden. 

0 C#> • • • 
a{,° d00 

A\r = ; ; > 

<*m-l • * * ' dm-1,«-1 
(Iq<) d01 • • • d0i m_1 
d10 du 

A = j ! 

dm—1,0 • • • • dm_ i>m_x 

Über die Konvergenz dieser Näherung lassen 
sich keine allgemeinen Aussagen machen. Nur im 
Falle der elektrischen Leitfähigkeit konnte K O H L E R 

zeigen, daß aufeinanderfolgende Näherungen kon-
vergieren. Über die Konvergenz der Effekte zweiter 
Ordnung, auch über das Vorzeichen der Differenz 
von zwei aufeinanderfolgenden Näherungen können 
keine allgemeinen Aussagen gemacht werden. Aus-
führliche Rechnungen von S O N D H E I M E R 31 — dort fin-
det man auch vereinfachende Determinanten-Regeln 
— ergaben im isotropen Fall rasche Konvergenz für 
die Wärmeleitfähigkeit. 

3. Bemerkung über Gültigkeitsbereich und 
Anwendungen 

Die hier durchgeführte Rechnung soll zeigen, wie 
mit geeigneten Methoden der Einfluß der Dispersion 
und der Richtungsabhängigkeit von Phasen- und 
Gruppengeschwindigkeit der thermischen Gitterwel-
len auf die elektrischen Transporteigenschaften der 
Metalle untersucht werden kann. Zu diesem Zweck 
wurde ein einfaches Modell für die zeitliche über-
gangswahrscheinlichkeit F(f, f ) zugrunde gelegt, 
das der Symmetrie des Wellenvektor-Raumes unter 
strenger Berücksichtigung von Energie- und Impuls-
satz Rechnung trägt. Es wurden wesentliche Voraus-
setzungen der BLocHSchen Theorie übernommen. Da-
zu gehören insbesondere die Annahmen über die 
stationären Energieeigenwerte und die zugehörigen 
Eigenfunktionen, die BLOCH-Funktionen der Elek-
tronen, und die sich damit ergebende Aussage, daß 

3 1 E . H . SONDHEIMER, P r o c . R o y . SOC., L o n d . A 2 0 3 , 7 5 [ 1 9 5 6 ] . 
32 D. DORN, Z . Naturforschg. 12 a, 739 [1957] . - I . I . 

HANNA U. E . H . SONDHEIMER, P r o c . R o y . S o c . , L o n d . A 
239, 247 [1957]. - M. TSUJI, Memoirs of the Faculty of 
Science, Kyusyu University, Ser. B, Vol . 2, 121 [1958] ; 

die Elektronen nur an longitudinalen akustischen 
Gitterwellen gestreut werden. 

Die Abweichung der Gitterwellen vom thermischen 
Gleichgewicht und Umklappprozesse wurden ver-
nachlässigt. Der Einfluß, den die Abweichung der 
Gitterwellen vom thermischen Gleichgewicht auf die 
Transportgrößen hat, ist in mehreren Arbeiten3 2 

eingehend untersucht worden. Dabei scheint man 
einschneidende Voraussetzungen über die Phononen-
Phononen-Wechselwirkung nicht umgehen zu können. 
Es wird angenommen, daß diese Wechselwirkung 
durch eine freie Weglänge beschrieben werden kann, 
deren Abhängigkeit vom Ausbreitungsvektor q (und 
der Polarisation) nicht bekannt ist. Der Rechnung 
wird daher eine mittlere freie Weglänge zugrunde-
gelegt. Damit ergibt sich, daß nur im Falle der dif-
ferentiellen Thermokraft im Bereich tiefer Tempera-
turen ein deutlicher Einfluß zu erwarten ist. Aber 
selbst im Falle der Thermokraft ist nicht erwiesen, 
daß die Abweichung der Gitterwellen vom thermi-
schen Gleichgewicht mit Ausnahme tiefster Tempera-
turen, r < 4 °K, von Einfluß auf die gemessenen 
Größen ist. Die auch bei höheren Temperaturen, 
z . B . r ~ 7 0 " K gemessene Thermokraft von ein-
wertigen Metallen, wie Natrium, kann sicher nicht 
durch die Abweichung der Gitterwellen vom thermi-
schen Gleichgewicht erklärt werden. Vielmehr ist an-
zunehmen, daß bei diesen Temperaturen vornehm-
lich die thermische Driftbewegung der Elektronen 
für den Wert der Thermokraft maßgebend ist. Dabei 
gehen wir von der Überlegung aus, daß bei ein-
wertigen Metallen ähnlich wie bei Halbleitern ein 
Extremwert in der ^-Abhängigkeit der Thermokraft 
zu erwarten ist, sofern die Abweichung der Gitter-
wellen vom Gleichgewicht eine wesentliche Rolle 
spielt. Umklappprozesse ändern daran nichts, weil 
die einen positiven Thermokraftanteil verursachen33. 
Dieser wird erst von den Temperaturen ab meßbar 
sein, die in hinreichendem Maße das Auftreten von 
U-Prozessen erlauben, und dann den negativen 
Thermokraftanteil, der auf Normalprozesse zurück-
geht, reduzieren. 

Im Gegensatz zur Abweichung der Gitterwellen 
vom thermischen Gleichgewicht können Umklapp-
prozesse für den Leitungsmechanismus wesentlich 
sein. Welche Rolle die Umklappprozesse spielen, ist 

Verfasser hat u. a. den Korrekturterm an der elektronischen 
Thermokraft beredinet. — M. BAILYN, Phys. Rev. Letters 
1, 426 [1958 ] . 

3 3 D . K . C . MACDONALD , W . B . PEARSON U. I . M . TEMPLETON, P r o c . 
Roy. Soc. , Lond. 248, 107 [1958] . 



zur Zeit nicht endgültig geklärt, weil für Stoßpro-
zesse dieser Art exakte Rechnungen sehr schwierig 
sind3 4 . Es ist anzunehmen, daß bei tiefen Tem-
peraturen unter den Voraussetzungen der B L O C H -

schen Theorie über die stationären Zustände der 
Elektronen die Normalprozesse den Leitungsmecha-
nismus wesentlich bestimmen. Sollte sich herausstel-
len, daß diese Annahme nicht zutrifft und Umklapp-
prozesse nicht nur bei hohen, sondern auch bei tie-
fen Temperaturen für Transportprozesse in einwer-
tigen Metallen von Bedeutung sind, so können mit 
unseren Rechnungen zumindest die anderen wesent-
lichen Effekte berücksichtigt werden. 

Als Anwendungsbeispiele der hier durchgeführten 
Untersuchung eignen sich besonders die Alkali-
metalle. Beim Natrium und Kalium sind die Flächen 
konstanter Energie im f-Raum auch in der Nach-
barschaft der FERMI-Energie nahezu sphärisch. Es 
ist daher erlaubt, mit einem freien Elektronengas zu 
rechnen. Andererseits ist gerade dieses nach der 
Theorie von F U C H S 35 die Ursache für die große ela-
stische Anisotropie der Alkalimetalle. Die damit ver-
knüpfte Richtungsabhängigkeit von Phasen- und 
Gruppengeschwindigkeit der thermischen Gitterwel-
len hat die Anisotropie der Störung $ zur Folge. 
Welchen Einfluß diese Anisotropie und die Disper-
sion der thermischen Gitterschwingungen auf die elek-
trischen Transporteigenschaften der Alkalimetalle, 
insbesondere auf die Effekte zweiter Ordnung haben, 
kann nur mit ausführlichen Rechnungen entschieden 
werden. Dabei ergibt sich, daß im Falle der Wärme-
leitfähigkeit der Einfluß der Dispersion bei hohen 
Temperaturen von gleicher Größenordnung wie der 
von Umklappprozessen ist. Auf die Reduktion der 
Wärmeleitfähigkeit bei Berücksichtigung der Disper-
sion der thermischen Gitterwellen hat bereits KLE-
M E N S 36 hingewiesen. Die Reduktion der Wärmeleit-
fähigkeit bei hohen Temperaturen ist noch größer 
als K L E M E N S annimmt, weil bei Berücksichtigung der 
Dispersion auch die Gruppengeschwindigkeit in die 
Frequenzverteilung37 eingeht [Gin. ( 5 0 ) ] . 

Setzt man formal 
T ( f ) , 

so können mit der in dieser Weise definierten „Stoß-
zeit" die galvanomagnetischen Effekte in schwachen 
magnetischen Feldern untersucht werden. Dann 
könnte auf exakter Grundlage entschieden werden, 
ob im Falle des Natriums eine geringe Bindungs-
anisotropie oder/und die Stoßzeitanisotropie maß-
geblich die magnetische Widerstandsänderung ver-

ursachen. Diese Frage wurde in einer Arbeit von 
G A R C I A - M O L I N E R 38, in welcher experimentelle Ergeb-
nisse von J U S T I 39 zugrundegelegt werden, ohne Be-
weis zugunsten der Bindungsanisotropie entschieden. 
Das kann richtig sein. Es sind jedoch weitere Unter-
suchungen, insbesondere experimentelle (z. B. im 
Hinblick auf eine Gültigkeit der KoHLERschen Regel) 
notwendig, um diese Frage zu beantworten. Neben 
der magnetischen Widerstandsänderung interessieren 
der Wert und die Temperaturabhängigkeit der H A L L -

Konstanten. Die /"-Abhängigkeit der Störung 0 lie-
fert eine mögliche Erklärung für die /-Abhängigkeit 
der HALL-Konstanten von einwertigen Metallen. Eine 
endliche Bindungsanisotropie würde über die T-Ab-
hängigkeit von $ den Effekt vergrößern40. Ist die 
Stoßzeitanisotropie die primäre Ursache für die T-Ab-
hängigkeit der HALL-Konstanten, so sollte die K O H L E R -

sche Regel für die magnetische Widerstandsänderung 
nicht gelten. 

Schließlich ist die Anwendung unserer Unter-
suchungen auf hexagonale Metalle evident, denn das 
Zweibändermodell bedeutet keine Einschränkung. 
Im Prinzip ist für hexagonale Metalle, wie auch aus 
einer Arbeit von B A R O O D Y 41 hervorgeht, die Berech-
nung der Größen drs einfacher als für kubische, weil 
wegen der geringeren Gittersymmetrie die auftreten-
den /-Werte kleiner sind und damit die zugehörigen 
harmonischen Funktionen eine einfachere Form ha-
ben. Nur darf hier die wesentliche Voraussetzung, 
wonach die Flächen konstanter Energie und die zu-
gehörigen Eigenfunktionen, die gitterperiodischen 
Faktoren der BLOCH-Funktionen, sphärische Symme-
trie haben, nicht beibehalten werden4 1 . Die Berück-
sichtigung der Winkelabhängigkeit der Eigenfunk-
tionen im Ortsraum, die vom Ausbreitungsvektor f 
abhängt, führt zur Wechselwirkung der Elektronen 
mit „transversalen" akustischen Gitterwellen. Die 
entsprechenden BLOCHschen Konstanten sind bis jetzt 
nicht berechnet worden. 
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